
时间序列分析 25.1 考试参考答案

2025 年 1 月 12 日

一. 填空题
1.

∑K
j=1 cos(wj(t−s))

K

2. {b| − 0.5 < b < 1, b ̸= 0}

3. a0
1−a2

;0;a2

4. σ2

2π
|1− 0.6eiλ|2, λ ∈ [−π, π]; ϵt =

∑∞
j=0 0.6

jXt−j − 2.5µ

5. 12;ARIMA(0, 0, 1)× (1, 0, 0)12;σ2 1+θ2

1−Φ2

6. -3.635,4.520

7. σ2 1+b2+2ab
1−a2

8. 用 {Xt, t ≤ n} 对 Xn+1 做线性预测误差非 0; 用 {Xt, t ≤ n} 对 Xn+k 做线性预测

的误差 σ2
k 满足 limk→∞σ2

k = γ0

9. σ2

2π|1−0.9eiλ|2 , λ ∈ [−π, π]; σ2(1+2cosλ)2

18π|1−0.9eiλ|2 , λ ∈ [−π, π]
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二. 计算题

1

(1)

Xt = a1Xt−1 + ϵt

= a1(a1Xt−2 + ϵt−1) + ϵt

= a21Xt−2 + a1ϵt−1 + ϵt

= · · · =
t−1∑
j=0

aj1ϵt−j + at1X0

=
t−1∑
j=0

aj1ϵt−j, t ≥ 1

(2)

µ(t) = E(Xt) = E(
t−1∑
j=0

aj1ϵt−j) =
t−1∑
j=0

aj1E(ϵt−j) = 0

γ(t, s) = Cov(
t−1∑
j=0

aj1ϵt−j,
s−1∑
l=0

al1ϵs−l)

=
t−1∑
j=0

s−1∑
l=0

aj+l
1 Cov(ϵt−j, ϵs−l)

= σ2

s∧t−1∑
j=0

a
2j+|t−s|
1

(3)

由 (2) 可以看出，{Xt, t = 1, 2, · · · } 的自协方差函数不仅与 |t− s| 有关，还与 s ∧ t

有关，所以不平稳。

2

(1)

ϵt|ϵt−1, ht−1 = vt
√

0.02 + 0.03ϵ2t−1 + 0.024ht−1 因为 vt ∼ N(0, 1) 且正态分布做线性

变换仍然为正态分布，所以

ϵt|ϵt−1, ht−1 ∼ N(0, 0.02 + 0.03ϵ2t−1 + 0.024ht−1)
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E(Yt|Xt = 0.1, ϵt−1 = 0.6, ht−1 = 0.2)

=0.1 + 0.03× 0.1 + E(ϵt|ϵt−1, ht−1)

=0.1 + 0.003 + 0 = 0.103

(2)

V ar(Yt|Xt = 0.1, ϵt−1 = 0.6, ht−1 = 0.2)

=V ar(ϵt|ϵt−1, ht−1)

=0.02 + 0.03× 0.62 + 0.024× 0.2 = 0.0356

(3)

是正态分布。因为给定 Xt, ht−1, ϵt−1 下,ϵt 服从正态分布，所以加上常数 0.1 +

0.03Xt−1 是线性变换，仍然服从正态分布。

3

(1)

γ(s) = E[Xt+sXt]

= E[(A cos(ω(t+ s)) + B sin(ω(t+ s)))(A cosωt+B sinωt)]

= σ2 cosωs

(2)

a = 1
γ0
γ1 = cosω

L(Xn+1|Xn) = cosωXn

σ2
1 = E[(Xn+1 − cosωXn)Xn+1]

= γ0 − cosωγ1
= σ2 sin2(ω)

(3) (
a1

a2

)
=

(
1 cosw

cosw 1

)−1(
cosw
cos 2w

)

=
1

sin2 w

(
1 − cosw

cosw 1

)(
cosw
cos 2w

)
=

(
2 cosw
−1

)
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L(Xn+1|Xn, Xn−1) = 2 cosωXn −Xn−1

σ2
2 = E[(Xn+1 − 2 cosωXn +Xn−1)Xn+1]

= γ0 − 2 cosωγ1 + γ2

= 0

(4)

因为 σ2
2 = 0 所以 L(Xn+1|Xn, Xn−1...Xn−p+1) = L(Xn+1|Xn, Xn−1), σ2

p = σ2
2 =

0; p ≥ 2.

我们也可以直接证明。注意到当 n ≥ 3 时

σ−2n det(Γn) = det


cos(ω − ω) cos(ω − 2ω) · · · cos(ω − nω)

cos(2ω − ω) cos(2ω − 2ω) · · · cos(2ω − nω)
... ... . . . ...

cos(nω − ω) cos(nω − 2ω) · · · cos(nω − nω)



= det


cos(ω) cos(ω) cos(ω − 2ω) · · · cos(ω − nω)

cos(2ω) cos(ω) cos(2ω − 2ω) · · · cos(2ω − nω)
... ... ... ...

cos(nω) cos(ω) cos(nω − 2ω) · · · cos(nω − nω)



+ det


sin(ω) sin(ω) cos(ω − 2ω) · · · cos(ω − nω)

sin(2ω) sin(ω) cos(2ω − 2ω) · · · cos(2ω − nω)
... ... ... ...

sin(nω) sin(ω) cos(nω − 2ω) · · · cos(nω − nω)



= det(cos(ω))


cos(ω) cos(ω − 2ω) · · · cos(ω − nω)

cos(2ω) cos(2ω − 2ω) · · · cos(2ω − nω)
... ... ... ...

cos(nω) cos(nω − 2ω) · · · cos(nω − nω)



+ det(sin(ω))


sin(ω) cos(ω − 2ω) · · · cos(ω − nω)

sin(2ω) cos(2ω − 2ω) · · · cos(2ω − nω)
... ... ... ...

sin(nω) cos(nω − 2ω) · · · cos(nω − nω)


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= det(cos(ω))


cos(ω) − sin(ω) sin(2ω) · · · − sin(ω) sin(nω)
cos(2ω) − sin(2ω) sin(2ω) · · · − sin(2ω) sin(nω)

... ... ... ...
cos(nω) − sin(nω) sin(2ω) · · · − sin(nω) sin(nω)



+ det(sin(ω))


sin(ω) cos(ω) cos(2ω) · · · cos(ω) cos(nω)
sin(2ω) cos(2ω) cos(2ω) · · · cos(2ω) cos(nω)

... ... ... ...
sin(nω) cos(nω) cos(2ω) · · · cos(nω) cos(nω)


注意到上面两个矩阵均列线性相关，故行列式都为零。

所以 det(Γn) = 0, n ≥ 3.故 (Xn, Xn−1, ...Xn−p+1)线性相关, L(Xn+1|Xn, Xn−1...Xn−p+1) =

L(Xn+1|Xn, Xn−1...Xn−p+2) = ... = L(Xn+1|Xn, Xn−1).

4

(1)

X̂t(l) = 0.8X̂t(l − 1)− 0.16X̂t(l − 2)

故有 X̂t(l)− 0.4X̂t(l − 1) = 0.4[X̂t(l − 1)− 0.4X̂t(l − 2)].
计算可得 X̂t(l) = 0.4l[(l + 1)Xt − 0.4lXt−1]

(2)

E[et(l)
2] = E[et(l)(Xt+l)]

= γ0 − 0.4l(l + 1)γl + 0.4l+1lγl+1

.

也可以直接展开:
E[et(l)

2] = E(Xt+l − X̂t(l))
2

= E(Xt+l − (l + 1)0.4lXt + l0.4l+1Xt−1)
2

= (1 + (l + 1)20.42l + l20.42l+2)γ0 + 2l0.4l+1γl+1

− 2(l + 1)0.4lγl − 2l(l + 1)0.42l+1γ1

.

两式值实际上是相同的。
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